Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

LES SYSTEMES AUTOMATISES

Transformées de Laplace - Calcul symbolique
Modele transfert

Plan (cliquer sur le titre pour accéder au paragraphe)
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1.4 Transformation de Laplace inverse

Cette opération consiste a rechercher la fonction temporelle £(z) qui correspond & une expression
F(p) donnée.

Lorsque les fonctions en p sont sous forme de fractions rationnelles en p, la méthode la plus
commode consiste a exprimer cette fonction comme une somme de termes plus simples dont on connait les
transformées inverses. (voir tableau des transformées usuelles au paragraphe 1.2.7)

a,p”" +.tap+a _N

( np lp 0) - (p) — H(p)

(b,p" + .. +bp+b) D(p)

En admettant que les racines du dénominateur ne soient pas d’ ordre multiple, on peut factoriser le

dénominateur en suivant la nature réelle ou complexe des racines.
e Sipy#0

Soit lafonction :

k 1
D(p)=[Ni(P+a )], (p*a. ) +e])
e S by=0
k 1
D(p)=p[|iey(pa, )], (p+a, ) +w])
on peut donc exprimer H(p) comme une somme de termes :
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

g 5 Bleva)
H(p)=—+
p zJp+0( -I(p+0{ )Z+a) -1(p+a )Z+a)
Somme dans laguelle les coefficients A, Aj, B;, B; sont détermines par identification. L’ original temporel

de chaque terme est alors obtenu par exploitation du tableau des transformées de Laplace. La réponse totale est
donc une combinaison linéaire de type :
a;t

Constante, e ", ™" sin(wyt ) et e %" cos(wyt )

1.4.1 EXEMPLE

. . + , L. . .
Soit lafonction X(p)= p*2 , ladécomposition en éléments simples est de laforme :
(p*+5)(p+10)
X(p)=—tla—t
pt5 p+li0
Par identification, il vient: 104, +54, =2 e A, + 4, =1, soit 4, = —%;Az =§
- _-3/5, 8/5 : s ) . -
Dou, X(p)= + ce qui conduit a la transformée de Laplace inverse x(t) en utilisant la
pt5S p+i0
connai ssance Ci-dessous :
fey=e" F(p)=—=
pta
o 8 10t
x(t ——— +—
(1) 5
1.5 Transmittance d’'un systéme linéaire
15.1 REPRESENTATION DE LA

TRANSMITTANCE D'UN SYSTEME : FONCTION DE TRANSFERT

() Systeme )

Entrée linéaire Sortie

Soit laloi de comportement du systéme exprimée al’ aide d’ une éguation différentielle :
n m
Bnd S(t)+...Blds(t)+Bo s(z)=Amd it +.. de(t)Jer e
dt" dr"
Nous supposons que le systéme part du repos ; que |’ étude de I’ évolution du systéme se font autour
du point au repos ou d’ étude.
C'est a dire que I'entrée e) et ses dérivées ainsi que la sortie st) et ses dérivées sont causales d'une

part et d'autre part que toutes les conditions initiales sont nulles ( excepté BMH et %MH qui ne
+ d[ +

sont pas forcément nulles).
Si on prend latransformée de Laplace des deux membres de |'éguation différentielle on obtient :

(B,p"+ .. +B; p+By)Sw=(4, p" + .. + A, p+4)) Epp)

So) _ (A, p" +..F A p+Ay)
Ew @B,p"+ .. +B p+By)

= Hp)
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

La fonction H(p) est appelée fonction de transfert ou transmittance du systéme. Elle est
caractéristique du systeme qu'elle représente mathématiquement. C'est souvent une fraction rationnelle en
p.

15.2 DEFINITIONS ET REMARQUES :
» Lessystémes physiques rencontrés sont telsque: m<n
* nestappelél'ordre du systéme.
» Les racines du dénominateur sont appelées « Pble». Pour que la fonction soit stable il est
nécessaire que les pdles soient a partie réelle négative et seulement un pole réel nul.

Un systéme est dit intégrateur lorsgu’il possede un péle en p=0.
Sp _ (A, p"+..FAp+dy)
Ew p°(B,p"+..+B, p+B,)
classe est . ¢ représente le nombre d’ intégrateur dans la fonction transfert.

e Laracine du numérateur sont appel ées « z€ro ».
Un systéme est dit dérivateur lorsgu’il posséde un zéro en p=0.

Si latransmittance s écrit : , I’ordre du systeme est c+n et la

1.5.3 REPRESENTATION DE LA
TRANSMITTANCE SUR UN SCHEMA FONCTIONNEL

1531 Leprincipe
fonction transfert
E(p) . S(p)
H(p)

S() = H(p) E(p)

1532 Des équations au schéma bloc
Reprenons les équations du moteur & courant continu développer au « 1.3.2..1.1.Notion de point d’ étude
un systéme automatisé ou conditions de Heaviside » de ce document.

1 U(p)—E(p) = (Lp + R)I(p)

2. E(p) = KeQ(p)

3. Cm(p) = Cr(p) = (Jp+ /)Q(p)

4. Cm(p) = Kt.1(p)

Etape 1
Le schémafonctionnel du moteur permet de déterminer I’ entrée et la sortie du systéeme.
Cr(p)

U(p) Q
—> M oteur ‘_()p)

Cr(p) représente le couple récepteur modéliséici en perturbation car souvent inconnu précisément.
Etape 2
U(p) intervient dans I’ équation 1 : U(p) - E(p) = (Lp + R)I(p) , €lle se met sous laforme:
1
- — =]
[U(p) - E(p)] Lp+R) (»)
Il vient donc naturellement :
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

Up)-E(p) | 1 '(p)
(Lp + R)

up) .

>

E(p)

Etape 3
[(p) intervient dans |’ égquation 4 : Cm(p) = Kt.I(p) - || vient donc naturellement :

1(p) Ki Cm(p)

Etape 4
Cm(p) intervient dans |’ équation 3 : Cm(p) - Cr(p) = (Jp + £)Q(p) , €lle se met sous laforme :
1 _
[Cm(p) - Cr(p)] ) Q(p)
Il vient donc naturellement :
Cr(p)
cmp)+ X ) L | op)
(Jp+ 1)

Etape5
Q(p) intervient dans |’ équation 2 : E(p) = Ke.Q(p) - I vient donc naturellement :

E(p) Q(p)

<~ Ke —
Etape 6
Par assemblage des schémas traduisant les éguations 1, 2, 3 et 4, on obtient |e schéma bloc suivant :

Cr(p)
Up) + . Yp)»E(P) 1 |(p) Cm) + X 1 Q(p)
Lp+B) K 5 U+ 1)
E(p) Ke

Remarque : un schéma bloc est un outil graphique de représentation d’ un systeme d’ équations.

1533 Recherche d’une fonction transfert a partir
d’un schéma bloc
On se propose ici de rechercher le modéle mathématique du moteur dont le schéma bloc est donné ci-
dessus. Pour sefaire, on utilise le principe de superposition.

1- Dansun premier temps, on recherche H(p) :% en posant Cr(p)=0.
p
Le schémabloc devient :
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

Up) + . UGXER) | 1 Al (O NN Q(p)
X (Lp +R) (Jp + f)
E(p) Ke
D’ ou le schéma devient sous forme canonique :
Up) . £(p) Q(p)
@ A(p) ) = =
g ou A(p) (Lp+R).(Jp+f) et B(p)=Ke
E(p) B(p)

On remargue tres vite que: E(p) =Q(p).B(p) et
£(p) =U(p) - B(p)Q(p)
deplus Q(p) =&(p)-4(p)
d ot [U(p) - B(p) Qp)}A(p) = (p)
Il vient donc : les gens |’ appellent laformule de Black (pourguoi pas!)

Q(p) _  A(p)
U(p) 1+A4(p)B(p)
En conclusion en remplagant A(p) et B(p) :

Q(p) _ Kt

U(p)  (Lp+R)Up+ 1)+ Keki
sous forme canonique lafonction transfert devient :

1
Q,(p) Ke -
H =17 = , fonction du second ordre.
1(p) Ulp) | LJ 2+Lf+JRp+l
Ke Kt Ke Kt
2- Dansun second temps, on recherche H(p) =% en posant U(p)=0.
rp
Le schémabloc devient :
Cr
P, 1 Q(p) _
: (Jp+f)
Cm(p) 1(p) 1 E(p)
do
u lafonction transfert sous forme canonique :
L
1oy = 220) R Rr+Y
2P Cr(p) Kekt LJ + Lf +JR
ptl
Ke. Kt Ke. Kt
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace

Cours (2éme partie)

Remar que : le dénominateur de lafonction transfert (identique pour lafonction H,(p) et H,(p))est appelé
« équation caractéristique », on peut remarguer que |’ éguation caractéristique est indépendante de I’ entrée.
Comme son nom I’indique, elle caractérise le systeme indépendamment de |’ entrée.
3- Pour finir, on applique le théoreme de superposition :
On gjoute les effet de la consigne et de la perturbation sur la sortie Q(p) .
Q(p) =Q,(p) +Q,(p)
Q(p) = Hy(p)U(p) + H,(p).Cr(p) dou:
1 L
o R (E )
Ar)=—17 T A P ] Lf +JR
pz + +1 e. p2 + p+1
Ke Kt Ke Kt Ke Kt Ke Kt

Cr(p)

1.6 Exemples de transmittance

Effet résistif Effet inductif Effet capacitif
Dissipateur d'énergie Stockage Stockage
Electricité
(i : intensité; V,,: tension)
Résistance (R Inductance (L) Capacité (C)

R i L : L i
ANV —— TN —>— —— N —>—
Va Vi Va vV, Va Vi
o_ 1 _ . dip _ 1 .

= 2 Vor Vorn = L Vorn = c Il(r) dt
M écanique en mouvement de translation
F: force; V. vitesse
Amortisseur (f) | Ressort (K) | Masse (M)
f K M
F 2 T 1 2 CODITD 1F F |—| VECE
Va - Vi Va Vi Vv, °
Fo = f Vyw 1 dFp 1
Vo = — Vo= — [(Fodt
e oy I
Va1 f F F % Va1 F Mip | Va1
M écanique en mouvement derotation
(C: couple, w,, : vitesse de rotation)
Amortisseur (f) | Ressort detorsion (K) [ Inertie (J)
f K C J
C~2 T 1 2 TTTTN— c e
C(.oz L] W, Wy (.Olc CL@_‘_‘? ; wl_Ct
w2 1
Co = f wyo 1 dCo 1
Wor() = — Wy = — [Cuodt
214 K dt 210, JI Y
w21 f C C % w21 C % | w21
0O EduKlub S.A.

Page 6 Jacques ATACHE — Jean-Marc CHEREAU
Tous droits de l'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la

consultation individuelle et privée sont interdites.



Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

1.7 Ecriture pratique de la fonction de transfert

1.7.1 LE GAIN STATIQUE

En ordonnant numérateur et dénominateur selon les puissances croissantes de p.
« Si pn'est pas en facteur au dénominateur :

forme canonique :

S 1+ + 1+Zai.pi
Hy =30 _ ap + .. _x_ &
Ep 1+bp + ...

Lefacteur constant K est le gain statique du systéme, en |'absence d'intégration :

1.7.2 LE GAIN EN VITESSE
« Si p est en facteur au dénominateur. Cest ce qui se produit lorsque B, = 0 dans I'éguation
différentielle. On dit alors que le systéme est astatique ou posséde une intégration.

m

1+Y a,.p'
Sw K 1+aqp + .. _K ;,p
M0 ™ 0 Tebp v pp
y p l+bp + ...
v 1 1+Zajp]
J=1

Lefacteur constant K est appelé le gain en vitesse. En régime permanent K est le rapport

entre lavitessede sortie WE et lI'entrée ew.

Odt [,
1.7.3 LA CLASSE DU SYSTEME
» Sipest plusieurs fois facteur au dénominateur

1+ a,.p'
St K l+ap + .. _K ;’p

A A
® P 1p ..... P 1+ za/ pj

J=1

La présence de p en facteur au dénominateur exprime que p = 0 est pdle de la fonction de
transfert. On dit que e systéme possede a intégrations (le facteur p étant facteur d'intégration comme p
est un facteur de dérivation).

o est appeléla classe du systéme.

1.7.4 LES POLES ET LES ZEROS DE LA
TRANSMITTANCE
En explicitant les racines réelles ou complexes conjuguées du numérateur et du dénominateur.
La fonction de transfert est une fraction rationnelle en p. Si on explicite les racines (réelles ou
complexes) des 2 polyndmes (numérateur et dénominateur) elle sécrit :
Hep = Se) - (P-21) (P-2p) oo
Em (P-p1) (P-P2) ...
Lesz sont les zérosde la fonction detransfert H(p)

Lesp; sont les polesdelafonction detransfert H(p)
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

Remarque : En|'absence d'intégration le coefficient k qui figure dans cette expression est lié au
gain par
K = k (-Zl) (-22) .....
(-p1) (-p2) -

1.8 Premiére interprétation physique de la fonction de transfert

1.8.1 REPONSE IMPULSIONNELLE

Soumettons |e systéme & une entrée en impulsion unitaire

er) =0y alors Ep =1
saréponse aura pour transformeée de Laplace
Sep) = Hp) x 1 = Hp)

Donc la fonction de transfert dun systéme est la transformée de Laplace de sa réponse
impulsionnelle.

Ce résultat est trés utile dans I'analyse du comportement temporel d'un systéme. Malgré sa
grande importance théorique ce résultat n'a en fait que peu dintérét pratique. Il permettrait, dans
I'absolu, & partir de I'examen de sa réponse impulsionnelle, d'obtenir les caractéristiques d'un systéme vu
comme une boite noire. Mais d'une part il est impossible de générer physiquement une entré d(t)
parfaite et d'autre part, il est difficile d'identifier |aréponse avec précision.

1.8.2 REPONSE INDICIELLE (OU REPONSE A
UN ECHELON UNITAIRE)

Soumettons le systeme & une entrée en échelon unitaire

et =uw aors Ep = %
saréponse aura pour transformeée de Laplace

1 ..
Sp) = Hp) % o ains Hp = p Sp)

Donc la fonction de transfert d'un systéme est la transformée de Laplace de la dérivée de la
réponse indicielle.

1.9 Régimetransitoire. Lieu des poles. Stabilité

1.9.1 STABILITE : CONDITION
FONDAMENTALE

1911 Définition.
On dit qu'un systéme est stable lorsque, écarté de sa position d'équilibre, il tend ay revenir ;
instable lorsqu'il tend a sen écarter d'avantage ou s'il pompe (oscillations).

19.1.2 Condition fondamentale de stabilité
La condition fondamentale de stabilité d'un systéme est que tous les pbles de sa fonction de
transfert aient leur partie réelle négative. Si au moins un pole a sa partie réelle positive ou nulle il y a
instabilité.
Une condition nécessaire est de vérifier que tous les coefficients du dénominateur de lafonction
transfert soient tous de méme signe.

1913 Explications
Abandonner un systeme a lui-méme avec une condition initiale non nulle s, revient, pour I'étude
de son comportement pour t positif, & considérer quil a été soumis a l'instant t=0 & une certaine
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

impulsion A4.5(¢) . Le transitoire qui en écoule est donc donné par la réponse impulsionnelle,
d'amplitude A, du systéeme.
h(r) = AL [H (p)]
Cherchons a exprimer A.
S _ H(p) = (Amp™ +..+ A1p + Ap)
Ep) (Bpp" + ... +Byp +Bp)
L e degré du dénominateur étant supérieur ou égal au degré du numeérateur.

Hp) sécrit :

En factorisant, on peut écrire:  H(p) = ko (p-7g) (P-25) ...
p%  (P-Py) (P-P2) ...

Les poles pj sont des réel's ou des complexes conjugués deux a deux :

A . 1 R o
Polesréels: p, = 3 poles complexes conjugues: p;, =—a; * iw,
En supposant que les n pdles sont distincts et en regroupant les pdles complexes conjugués, on
peut décomposer Hyp) sous laforme:

K K

) (p+a. ) O
H(p): _O_’_Z ala)l + bz(l) az)
p 7

) O
o7, 20 T =0
+T,p Qr+a) +tw (pta) +w g

i

Pour prendre la transformeée inverse, on utilise |e tableau des transformée de Laplace usuelle.

On obtient alors |'expression temporelle (pour un systemedeclassel, a =1):
t

@:KO + ) Ke £ +ZA,-e_"f’Sin(wif)+ ZBie_””COS(w,-f)

A

Pour revenir alaposition initiale 2©) = 0 il nefaut pas qu'il y ait de terme constant et il faut que

tous les termes en exponentielle décroissent. Ce qui correspond bien a la condition fondamentale de
stabilité exposee ci-dessus.

1.9.2 LIEU DES POLES. STABILITE

L e comportement dynamique d'un systeme dépendant des pbles de safonction de transfert, on peut
matérialiser ces pdles en les placant dans le plan complexe.
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

b
-
& : / ._ i
w ¥ S0)  STABLE L7 J ——
I-lllﬂﬂ' t R I s -
pulas- < LEGENDE
=" | [ g
= - pdies conjugués de HiZ) @
I'smortissement crolt n  ordre du pble

Réponse impulsionnelle (Dirac en entrée) d'un systéme en fonction de la place des pdles de sa transmittance dans le plan

Cartedespodlesou lieu d’'Evans

1.10Réponses harmoniques

1.10.1 PRESENTATION
Le signa dentrée d'un systéme serararement un signal simple (Dirac, échelon, rampe, sinus). Pour rester
dans un domaine ou les calculs sont "réalistes” il faut pourtant se limiter a cette palette de signaux d’ entrée. Mais
la théorie développée par Fourier (1768-1837) permet de considérer que tout signal périodique résulte de la
sommation d'un ensemble de composants sinusoidaux de fréquences et amplitudes différentes.

La réponse d'un systéme a un signal quelconque doit donc pouvoir se déduire de I'ensemble de ses
réponses a des signaux sinusoidaux répartis dans une plage de fréquence adaptée.

Il est donc indispensable d'effectuer une étude fréguentielle (ou étude harmonique) qui caractérisera les
réponses du systeme en fonctions des fréguences du signal d'entrée.

1.10.2 AUTRE INTERPRETATION PHYSIQUE DE
LA FONCTION DE TRANSFERT

Soumettons |e systéme a une entrée sinusoidale : e(r) = e,.Sin(w.).u(z)
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

Comme le systeéme est linéaire, la sortie est de méme nature que l'entrée, passeé le régime transitoire.
s(t) =so.Sin(wz + @) u(r)

Reprenons le systéme d'ordre n

B, d’so +..B, d s +B,sw=4, d”ew +... 4, dew + 4, ew
dt" t t
de plus, en utilisant la notation complexe : e(t) =ep.e™ et s(t) =5, @
on obtient : (Bn (iw)" + ... +B, (iw)+Bos0)e“‘” = (Am (iw)" + ... +4, (iw)+A0)e0 e'(@re)

dou:
So o _ A, ()" +...+ 4 (w) +A4,
€ B, (iw)" +.....+ B (iw) +B,

Ainsi en remplagant p par (iw) dans lafonction de transfert généralisée, on obtient un nombre complexe
dont le module est |e rapport des modules et dont I'argument est la phase entre I'entrée et la sortie.
So _| Ay (@) + oot Ay(i0) + 4]
¢ | B,(i@)" +....t By(i) +By|
¢(w) = Arg(H (iw)) est appelé phase du systéme

=|H (iw)| est appelé gain réel du systéme

1.10.3 LIEUX DE TRANSFERT
Le lieu de transfert est une représentation graphique de la fonction de transfert Hp), pour p =iw.
H(iw) est appelée transmittance isochrone.

Il existe trois principales représentations, chacune ayant ses avantages et ses inconvénients, ainsi
que ses champs d'utilisation propres :

» Leslieux de Bode, dans celieu, on représente deux courbes.
- le gain de |a transmittance exprimé en décibels en fonction (logw)

- la phase de la transmittance exprimeée en degrés en fonction (I og a))

« Le lieu de Black. (La plus utilisée industriellement) Dans ce lieu on représente le gain exprimé en
décibels, en fonction de la phase exprimée en degrés de la transmittance. L'intérét de cette
représentation est de pouvoir obtenir, a partir de la fonction de transfert en boucle ouverte, les
propriétés de la fonction de transfert en boucle fermée. Elle est trés utilisée par les industriels de
I'aéronautique et du spatial.

« Lelieu de Nyquist. Cest la représentation dans le plan complexe de I'extrémité du vecteur image de
H(iw)lorsque w varie de 0 a l'infini. C'est la représentation la plus utilisée par les universitaires.
(Permet de déemontrer théoriquement certain critere de stabilité hors programme).

11031 Diagrammes de Bode.

110311 Définition
bel et décibel : Un bel est égale au logarithme décimal du rapport d'une puissance a une autre
dix foisplusfaible.
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Sciences Indusrielles

Automatique : Transformée de Laplace
Cours (2éme partie)

Si on compare les puissances des deux signaux d'entrée et de sortie d'un systeme on considérera

en décibels 10 |0910(§)- En automatique ou en éectronique, la référence n'est pas la puissance mais

2
['amplitude. L'analogie éectrique P =U? permet d'écrire :

2 . .
14B =10Log,o s [= 20Logyq Hampl |.tudede I asort,| e
. Eamplltudedel‘entree

1.10.31.2 Représentation graphique
de Bode
On trace séparément :

« lediagramme desgains | Hiw | expriméendB, G, =20log Haw|, enfonction de (loge)
* |lediagramme des phases ¢ = Arg| Hiiw) | exprimé degrés, en fonction de (Ioga)).

A 20logA (en dB)

10 20 dB
25
10
5
1 0dB
-5
-10
-15
0.1-20 dB
-25
une décade ( Log 10 =2}
-30 .
-35 deux décades ( Log 102 = 2)
0.01-40 dB e Loge
0,01 0,1 1 10 100 @
@ endegrés
0
-15
-30
45
-60
_75
-90
-105
-120
_135
-150
- 165
-188, 01 0,1 1 10 100 Lof)w
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